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1. ヒドラとの戦い

局所 Langlands 対応は比喩で説明されることが多い．まずは，p進体上のGLnの局所 Langlands 対

応を証明した [HT] の冒頭から一節を引用しよう（下線は引用者による）．

The local Langlands conjecture is one of those hydra-like conjectures which seems to

grow as it gets proved. ([HT], p.1)

ここに登場する “hydra” とは，もちろん，ギリシア神話の不死身の怪物ヒドラ（ヒュドラー）である．

ヒドラは様々な物語・ゲーム・アニメ等にヒドラは登場する．ヒドラの亜種が登場することもあれば，パ

ワーアップ版が登場することもある．[KP] では，ヘラクレスはヒドラと戦い，そして勝利する（勝利戦

略が存在する）．しかし，ヒドラの首を切り落としても新しい首が生えてくるから，ヒドラとの戦いに

はとても長い年月が必要となる．ヒドラについては苦い思い出をお持ちの方も少なくないかもしれない．

ギュスターヴ・モロー画 『ヘラクレスとレルネのヒュドラ』

（パブリック・ドメイン）

不死身の怪物であるヒドラが局所 Langlands 対応にまで登場するのは何故だろうか．おそらく，通常

の数学の予想・定理とは異なる，局所 Langlands 対応の次のような特徴

• 局所 Langlands 対応が定式化に長い年月を要した定理である．一般の簡約代数群Gでは未解決

であるばかりでなく，予想の正確な定式化すらなされていない．

• G = GLn（や一部の古典群）の場合のように，局所 Langlands 対応が定式化・証明されている

場合であっても，その証明はとても複雑で間接的である．定式化・別証明が繰り返し与えられて

いる．
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• 現在も局所 Langlands 対応の新バージョンが生まれている．まさにヒドラのように倒しても倒

しても（姿形を変え，より強力になって！）何度でも復活する．

によるものが大きいのではないだろうか．

本稿では局所 Langlands 対応の幾何的構成についての解説を試みる．§2 で局所 Langlands 対応の復

習をする（予想 2.1）．一般のGの場合はややこしいので，ひとまずは，GLnの場合やU2,U3の場合を

念頭におくとよい（本報告集の [池松], [三枝] を参照）．一般の連結簡約代数群Gの局所 Langlands 対

応は，一見すると何でこんなものを考えるのかと思うようなものかもしれないが，よくよく考えるとや

はりよくできた予想である．§3 では，内部形式 (inner form) の表現もあわせた形の対応を述べる（局

所 Langlands-Vogan 対応の Kottwitz によるバージョン, 予想 3.1）．幾何的構成においては，連結簡約

群とその内部形式が同時に現れるので，局所 Langlands 対応もバージョンアップ（進化）させて考察す

ることが必要である．そして，§4 で表現の幾何的構成の例としてGLn(Fq)の尖点表現の幾何的構成法

（Deligne-Lusztig 理論の一例）を紹介する．§5 では幾何的構成の主人公であるRapoport-Zink 空間につ

いて解説する．そして，§6 では Rapoport-Zink 空間のコホモロジーに関する予想（Kottwitz 予想）に

ついて述べる．

Rapoport-Zink 空間については，特別な場合（Lubin-Tate 空間や Drinfeld 上半空間など）に限った

解説はいくつか存在するが，Lパケット内の対応も含めて説明した日本語の文献はそれほど多くはない

ようである．本稿では，ややこしくならない範囲で一般的な設定で述べるように心がけた（完全に一般

的な設定で述べたわけではない）．著者の理解不足もあり，説明が不足している部分やかえって分かり

にくくなった部分もあるかもしれない．不適切な箇所については，あらかじめお詫びするとともに，読

者の皆様は必要に応じて [RZ], [Ra], [Far1], [SW] などで補っていただくことをお願いしたい．また，本

稿の最後に関係する文献をいくつか挙げたが，これはほんの一部であって決して網羅的なものではない

ことを強調しておく（局所 Langlands 対応の幾何的構成の周辺は手法も分野も多岐に渡るので，網羅的

な文献リストを作ることはとても難しい）．関連分野の基本文献がごっそり抜けていることも多い．

謝辞 「整数論サマースクール」の世話人の皆様，特に原下秀士さんには，講演の機会をいただきまし

たことに感謝致します．講演の準備・原稿の執筆が遅れてしまい，ご迷惑をおかけしたことをお詫び致

します．

2. p進体上の局所 Langlands 対応（復習）

局所 Langlands 対応とは，局所類体論の一般化であり，局所体（局所コンパクト位相体）上の簡約代

数群の表現と，Galois 群（正確には Weil 群や Weil-Deligne 群などの Galois 群を修正した群）の表現

の対応である．局所 Langlands 対応は全ての局所体に対して成り立つと期待されているが，以下では p

進体の場合のみを説明する．正標数の局所体 Fq((t))の場合は，技術的な相違点はあるものの，p進体と

ほぼ同様の対応が成り立つと期待されている．一方で，アルキメデス的局所体（Rまたは C）の場合は
いくつかの修正が必要となる．様々な局所体の局所 Langlands 対応の比較については，Vogan の解説

[Vog] が示唆に富んでいる．

pを素数とし，F を p進数体Qpの有限次拡大とする．このような F を p進体あるいは p進局所体と

いう．F の絶対 Galois 群を ΓF := Gal(F/F )とおく（F の絶対 Galois 群をGF と書く流儀もあるが，

そうすると局所 Langlands 対応が「G(F )の表現とGF の表現の対応」となってしまい紛らわしいので，

体 F の絶対 Galois 群は ΓF と書く方がよい）．F の剰余体を Fq とおく．Frobq ∈ ΓFq := Gal(Fq/Fq)
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を幾何的 Frobenius 元とする．Frobq は，Frobq(x) = x1/q (x ∈ Fq)で定まる ΓFq の元である．自

然な全射 ΓF −→ ΓFq による Frobiq ∈ ΓFq の逆像を Ui ⊂ ΓF とおく．IF := U0 を F の惰性群といい，

WF :=
⨿

i∈Z Uiを F のWeil 群という．各Ui ⊂ ΓF に相対位相を定める．各Ui ↪→WF が連続になる最

も強い位相をWF に入れる．この位相に関して IF = U0 ⊂WF は開部分群であり，WF は局所コンパク

ト位相群となる．局所類体論から定まる位相群の同型（Artin 相互写像）を

ArtF : F× ∼=−→W ab
F

とおく（素元の像が U1に含まれるように正規化する）．右辺はWF のアーベル化，すなわち，WF を導

来群（交換子群）[WF ,WF ]の閉包で割った群である．

Gを F 上定義された連結簡約代数群とする．Gの F -有理点のなす群G(F )は局所コンパクト位相群

である．G(F )の表現の構造を解明し，表現を分類することは表現論の主な目的の一つである（もちろ

ん本サマースクールの主目的の一つでもある）．G(F )の表現のクラスとしては，許容表現・p進（ℓ進）

表現・mod p（mod ℓ）表現など様々なものがあり，表現のクラスごとに局所 Langlands 対応が存在す

ると期待されているようだが，本稿では最も基本的な複素数体 C上のベクトル空間における既約許容
(admissible) 表現の場合を述べる（本報告集の [高瀬] を参照）．保型表現論の局所成分として自然に現

れるのがこの場合である．

まずは，局所類体論から，ArtF により次のような 1 対 1 の対応が得られることを思い出そう．{
GL1(F ) の既約許容表現 π

}
/∼=

1:1←→
{
連続準同型 ϕ : WF −→ C×

}
（対応の作り方 : ϕの像はアーベル群なので ϕはW ab

F から C× への連続準同型を定める．GL1(F ) =

F× ArtF−→ W ab
F

ϕ−→ C× の合成を πとおく（π := ϕ ◦ArtF）．逆の対応を作るには，GL1(F ) = F×はアー

ベル群であるから，GL1(F )の既約許容表現が 1 次元表現であることを用いればよい．）

この対応を一般化して，任意の連結簡約代数群Gに対し，G(F )の既約許容表現とWF の表現が対応

するというのが，局所 Langlands 対応の大雑把な主張である :{
G(F )の既約許容表現 π

}
“対応”←→

{
WFの連続表現 (Galois 表現) ϕ

}
しかし，これはあまりにも大雑把であり数学の予想とは言えない．まずは両辺を定義して予想を定式化

することが問題となる．

局所 Langlands 対応の右辺の定式化のためには，双対群と L群と呼ばれる位相群が用いられる．G

の双対群 Ĝは，Gのルート系を「逆」にして得られる C上の連結簡約代数群の C-有理点のなす群であ
る（詳しくは本報告集の [今野] を参照．[Bor], [Cog] も参照）．ĜにはWF が作用し，Gの L群が半直

積 LG := Ĝ⋊WF として定義される．LGは完全系列

1 −−−−→ Ĝ −−−−→ LG −−−−→ WF −−−−→ 1

を持つ．連続準同型

ϕ : WF × SL2(C) −→ LG

が次の 4 つの条件をみたすとき，ϕをGの Lパラメータ（または Langlands パラメータ）という．

• ϕ(SL2(C)) ⊂ Ĝ.

• ϕの SL2(C)への制限 ϕ|SL2(C) : SL2(C) −→ Ĝ は代数的（つまり，C上の代数群の準同型）．

• WF
(id,1)−→ WF × SL2(C)

ϕ−→ LG
pr2−→WF の合成は恒等写像である（priは第 i成分への射影）．

• （Frobenius 半単純性） 任意の σ ∈WF に対し，(pr1 ◦ ϕ)(σ) ∈ Ĝは半単純元である．
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Lパラメータϕ, ϕ′が Ĝ-共役とは，gϕg−1 = ϕ′をみたす g ∈ Ĝが存在することをいう．例えば，G = GLn

のときは，Ĝ = GLn(C), LG = GLn(C)×WF となり，GLnの Lパラメータは，直積群WF × SL2(C)
の表現であって SL2(C)への制限が代数的でWF の元の像が半単純（対角化可能）なものと 1 対 1 に対

応する．さらにG = GL1のときは，Ĝ = C×だから，ϕ|SL2(C) : SL2(C) −→ C×は自明である．C×の元

はすべて半単純なので，結局，GL1の Lパラメータが連続準同型 ϕ : WF −→ C×と 1 対 1 に対応する．

以上を用いて局所 Langlands 対応を次のように述べることができる．

予想 2.1 (局所 Langlands 対応). 各ファイバーが有限集合である “自然” な写像

LLCG :

{
G(F )の既約許容表現 π

}
/∼=
−→

{
Gの Lパラメータ ϕ

}
/Ĝ-共役

が存在する．左辺はG(F )の既約許容表現の同値類の集合を表し，右辺はLパラメータの Ĝ-共役類の集

合を表す．

LLCG(π)を πの Lパラメータ（または Langlands パラメータ）という．ϕの逆像（有限集合）

ΠG
ϕ := LLC−1

G (ϕ)

を Lパケットという．Gが準分裂のときは，LLCGは全射であると予想されている．一般のGに対し，

LLCGの像を記述する予想もある（[Bor]）．

予想 2.1 はかなり大雑把な主張である．予想 2.1 をきちんとした数学の予想として定式化するために

は，LLCGがみたすべき条件（LLCGの特徴付け）を一つ選ぶ必要がある．しかし，LLCGのどのよう

な特徴付けが「自然」であるかは，分野によっても研究者によっても，また時代によっても異なるのが

実情である．ある定式化（特徴付け）において予想 2.1 は解決されているが，別の定式化では未解決と

いうことが起こり得る．現在広く用いられている LLCGの特徴付けとしては，次のようなものがある．

(1) GL1の場合には，LLCGL1 は局所類体論から誘導される写像として定める．局所 Langlands 対

応は局所類体論の一般化なので，当然そうなるべきである．

(2) GLnの場合は，Zelevinsky分類を用いて πが超尖点表現の場合に帰着し，ペアのL関数と ε因子

を用いて nに関する帰納法で特徴づける（Zelevinsky 分類は本報告集の [近藤] を参照．GLnの

局所 Langlands 対応は本報告集の [三枝] を参照）．この特徴付けをみたす写像 LLCGLn が，存

在すればただ一つであることは [He1] で証明された（[He3] も参照）．一般の nに対するLLCGLn

の存在は [HT] で証明された（その直後に簡単な別証明も発見された（[He2]））．それ以前に，等

標数の非アルキメデス局所体の場合が [LRS] で証明されていた．等標数の場合は，GLnの大域

Langlands 対応の系として LLCGLn を構成することもできる（[Laf]）．最近になって，Scholze

は，形式群の変形空間を用いた LLCGLnの新しい特徴付けを提案し（ある種の指標関係式を用い

る），その定式化を用いたGLnの局所 Langlands対応の新証明を与えた（[Scho]）．なお，[Scho]

における LLCGLn は [HT], [He2] における LLCGLn と一致する（同じ特徴付けをみたす）こと

が証明されているので，対応の一意性を心配する必要は無い．

(3) GがGLnと関係の深い群の場合に，G(F )の既約許容表現をGLn(F )の既約許容表現と関係付

けることで LLCGを特徴付けたり，証明できる場合がある．

• Gが古典群（特殊斜交群 Sp2n，特殊直交群 SOn，ユニタリ群 Un）の場合に，誘導表現の

可約点を用いた LLCGの特徴付けが [MT], [Mœ] で提案されている．[MT], [Mœ] では，そ

の定式化における LLCG（の候補）も構成されてる．
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• また，Gが古典群の場合には，twisted endoscopy における指標関係式を用いて LLCGを特

徴付けることもできる（場合がある）．U3の場合は [Ro] による（本報告集の [池松] も参

照）．準分裂な Sp2n, SOnの場合は [A3] を，準分裂な Unの場合は [Mo] を参照．ただし，

SO2nの場合は，まだ完全に対応が証明されているわけではないようである（[A4]）．

• その他のいくつかの群の場合に G(F )の既約許容表現 πを具体的に構成する方法を使って

LLCGを構成することができる場合がある．例えば，G = SLn（や SLnの内部形式）の場

合は，GLn（や GLn の内部形式）の既約許容表現の Gへの制限の分解（分岐則）を用い

て LLCSLn を構成することができる（[LL], [HS]）．また，G = Sp4（やGSp4）の場合は，

G(F )の既約許容表現をGL2(F )やGL4(F )の既約許容表現からテータ対応を用いて具体的

に構成することで，LLCSp4（や LLCGSp4）を構成することができる（[GT1], [GT2]）．

(4) これ以外にも表現のクラスを制限することでLLCG（の候補）が構成されている場合がある．[DR]

では，「深さ 0 の超尖点表現」に対する LLCGの候補が，Deligne-Lusztig 理論と Bruhat-Tits 理

論を用いて具体的に構成されている（GL2の場合の深さ 0 の超尖点表現については，本報告集

の [時本] を参照）．

もちろんこれですべてを網羅しているわけではない．様々な部分的結果が得られており，このリスト

は今日も（ヒドラの首のように次々と！）増え続けているだろう．LLCGの複数の構成法がある場合，そ

れらが同一の写像になっていることがまだ証明されていない場合もあるので，応用する際には注意が必

要である．

3. 局所 Langlands-Vogan 対応

局所 Langlands 対応には様々なバージョン（進化形）が知られている．後で幾何的構成との関係を述

べる都合上，本節では，連結簡約群GだけでなくGの内部形式 (inner form) もあわせた形の対応を述

べる．このような形の局所 Langlands 対応は Vogan によるものであり，局所 Langlands-Vogan 対

応とも呼ばれている（[Vog]）．

簡単のため本節では予想 2.1，すなわち局所 Langlands 対応が成立していることを仮定する．Gを

p進体 F 上の連結簡約代数群とする．Gは F 上準分裂 (quasi-split) と仮定すると，予想 2.1 より，自然

な全単射

LLCG :

{
G(F )の Lパケット ΠG

ϕ

}
∼=−→

{
Gの Lパラメータ ϕ

}
/Ĝ-共役

の存在が期待される．JをGの内部形式 (inner form)とする．例えば，G = GLnの場合は J ∼= GLm(D)

である（mは nの約数，Dは F 上の中心的斜体で dimF D = n2/m2をみたす）．このとき，標準的な

同型 Ĝ ∼= Ĵ , LG ∼= LJ が存在し，Gの Lパラメータと J の Lパラメータは同一視できる．J に関する

予想 2.1 より，自然な単射

LLCJ :

{
J(F )の Lパケット ΠJ

ϕ

}
↪→

{
Gの Lパラメータ ϕ

}
/Ĝ-共役

の存在が期待される．J は準分裂とは限らないので（もし J が準分裂ならG ∼= J である），LLCJ は全

射とは限らない．この 2 つの写像を組み合わせることで，単射

LLC−1
G ◦ LLCJ :

{
J(F )の Lパケット ΠJ

ϕ

}
↪→

{
G(F )の Lパケット ΠG

ϕ

}
を得る．これを一般化された局所 Jacquet-Langlands 対応という．これは，endoscopy における表

現の対応である endoscopic transfer の特別な場合であり，指標関係式により（LLCG,LLCJ の存在とは
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独立に）特徴付けられると期待されている（ユニタリ群の場合の endoscopic transfer は，本報告集の

[池松] を参照）．

それでは，Lパラメータ ϕに対し，有限集合ΠG
ϕ , ΠJ

ϕ の「内部」はどのように記述されるのだろうか

（Lパケットの中身を内視鏡 (endoscope) で覗くのが endoscopy である）．Arthur は，ϕの S群を

SArthur
ϕ := π0

(
Cent

Ĝ
(Imϕ)/Z(Ĝ)WF

)
で定義し，これを用いて Lパケット内の表現のパラメータ付けと保型表現の重複度公式に関する一連の

予想（Arthur 予想）を提出した（[A1]）．記号についていくつか説明する．まず，Lパラメータ ϕ : WF ×
SL2(C) −→ LG の像 Imϕは LGの部分群であり，Ĝも LGの部分群であるので，その中心化群が

Cent
Ĝ
(Imϕ) :=

{
g ∈ Ĝ

∣∣ ∀x ∈ Imϕ, gx = xg
}

で定義される．Cent
Ĝ
(Imϕ)は Ĝの代数的部分群である．一方，Gの L群は半直積 LG = Ĝ ⋊WF で

あり，WF の Ĝへの外部自己同型としての作用が標準的に定まっている．したがって，WF の Ĝの中心

Z(Ĝ)への共役作用が標準的に定まる．この作用の固定部分群

Z(Ĝ)WF :=
{
g ∈ Z(Ĝ)

∣∣ ∀w ∈WF , wgw−1 = g
}

は LGの中心に含まれる．Z(Ĝ)WF は Ĝの代数的部分群であり，剰余群H := Cent
Ĝ
(Imϕ)/Z(Ĝ)WF は

C上の（連結とは限らない）代数群となる．H 単位元を含む連結成分をH0とおき，剰余群をとったも

のが Arthue の S群 SArthur
ϕ = π0(H) = H/H0 である（一般に位相群H に対して，H の連結成分のな

す群を π0(H)で表す)．

Arthur は，ΠG
ϕ が SArthur

ϕ の既約表現の同値類の集合と 1 対 1 に対応すると予想した :{
SArthur
ϕ の既約表現

}
/∼=

1:1 (?)←→ ΠG
ϕ

G = GLnの場合は Schur の補題より Sϕは自明な群となるので，すべてのLパケットの位数は 1 である

ことが期待される（もちろんこれは [HT], [He2], [Scho] の結果と合致する）．U3の場合の Arthur の予

想については，本報告集の [池松] を参照．一般のGでは，この対応は標準的には定まらず付加的なデー

タ（Whittakerデータ）を 1 つ固定する必要があると考えられているようである（[Vog], [GGP]）．

Vogan は，内部形式 J の Lパケットも統一的に扱うために，Gの純内部形式 (pure inner form) の概

念を導入した．そして，Arthur の S群の定義を修正した S群を

SVogan
ϕ := π0

(
Cent

Ĝ
(Imϕ)

)
で定め，次のような 1 対 1 の対応{

SVogan
ϕ の既約表現

}
/∼=

1:1 (?)←→
⨿

J は G の純内部形式

ΠJ
ϕ

の存在を予想した（Vogan の予想については [Vog], [GGP] を参照）．このような予想は Kottwitz に

よっても考察されていたようである（Kottwitz は志村多様体の Hasse-Weil ゼータ関数の計算（[Ko2]）

と関連して考察したようだが，Kottwitz 自身により予想が述べられた論文は存在しないようである）．

ここでは [Ra], [Kal] に従い，局所 Langlands-Vogan 予想の Kottwitz によるバージョンを述べる．簡

単のため，Gの中心 Z(G)は連結であると仮定する．このとき，双対群 Ĝの導来群 Ĝder := [Ĝ, Ĝ]は単

連結な半単純群となり，Kottwitz 同型と呼ばれる標準的な 1 対 1 の対応{
準同型 Z(Ĝder)

WF −→ C×
}

1:1←→ H1
(
ΓF , Gad(F )

)
=

{
J

∣∣∣∣ J はGの内部形式
}

/∼=
6



が存在する（Kottwitz同型については，[Ko1, Proposition 6.4]を参照）．Gad := G/Z(G)はGの随伴群

である．（位数有限とは限らない）準同型χ : Z(Ĝ)WF −→ C×に対し，χを部分群Z(Ĝder)
WF ⊂ Z(Ĝ)WF

に制限することで，全射{
χ : Z(Ĝ)WF −→ C×

}
↠ H1

(
ΓF , Gad(F )

)
=

{
J

∣∣∣∣ J はGの内部形式
}

/∼=

が得られる．この写像において χ に対応する G の内部形式を Jχ とおく．Z(Ĝder)
WF は有限群だが，

Z(Ĝ)WF は有限群とは限らないことに注意しよう．この写像 χ 7→ Jχは，一般には，無限集合から有限

集合への全射となる（例えばG = GLnの場合を考えよ）．

予想 3.1 (局所 Langlands-Vogan 対応の Kottwitz によるバージョン). 以下を仮定する．

• Gの中心 Z(G)は連結である．

• Cent
Ĝ
(Imϕ)/Z(Ĝ)WF は有限群である（このような ϕを楕円的 (elliptic)という）．

このとき，任意の準同型 χ : Z(Ĝ)WF −→ C×に対し，次の全単射が存在する．

LLCϕ,χ :

{
ρ : Cent

Ĝ
(Imϕ)の既約表現

∣∣∣∣ ρ|Z(Ĝ)WF
= χ

}
/∼=

1:1←→ Π
Jχ
ϕ

χが自明指標の場合は ρは SArthur
ϕ の既約表現とみなせる．このときの予想 3.1 の対応は Arthur によ

る対応であると期待される．予想 3.1 は，局所 Langlands 対応（予想 2.1）の Arthur による精密化の

さらなる精密化とみなせる．

予想 3.1 の定式化の特徴は，（有限群とは限らない）Cent
Ĝ
(Imϕ)の既約表現を用いる点にある（一方

で SArthur
ϕ , SVogan

ϕ は有限群である）．§5, §6 に述べる Rapoport-Zink 空間のコホモロジーによる局所

Langlands 対応の幾何的構成のためには，このバージョンの方が扱いやすい．

注意 3.2. 予想 3.1 の仮定がみたされない場合も同様の予想を定式化することができるかもしれないが，

技術的に微妙な点がいくつかある．[HS] の SLnの内部形式のLパケットに関する結果を踏まえると，G

の中心が連結とは限らない場合は，左辺を Ĝderの普遍被覆を用いる形に修正する必要があるように思う

（[A2] も参照）．

注意 3.3. ρの性質と対応する π ∈ Π
Jχ
ϕ の性質の関係を調べることは，局所 Langlands-Vogan 対応を理

解する上で基本的な問題である．どの程度一般的な状況で予想が定式化されているのか著者は知らない

が，少なくとも Jχが準分裂のときは，以下が同値であると予想されているようである．

(1) ϕが楕円的である．

(2) LパケットΠ
Jχ
ϕ が少なくとも一つの離散系列表現（二乗可積分表現）を含む．

(3) LパケットΠ
Jχ
ϕ に含まれる表現が，すべて離散系列表現である．

さらに ϕが楕円的のときは，以下が同値であると予想されているようである．

(1) Lパラメータの SL2(C)への制限 ϕ|SL2(C)は自明である．

(2) LパケットΠ
Jχ
ϕ に含まれる表現が，すべて超尖点的である．

ϕ|SL2(C)が非自明な場合は，どの ρに対応する πが超尖点的であるかは，一般にはよく分かっていない．

Mœglin, Tadićによれば，Gが準分裂な古典群の場合には，ρが「交代的で穴が無い」場合に πが超尖

点的になると予想されている．実際，彼らの構成した局所 Langlands 対応（誘導表現の可約点を用いて

特徴付けたもの）において，それが成り立つことが証明されている（[MT], [Mœ]）．
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4. GLn(Fq)の尖点表現の構成 — 幾何的構成の “おもちゃ” として

局所 Langlands 対応の幾何的構成の “おもちゃのモデル” (toy model) として，有限群GLn(Fq)の表

現（有限次元複素表現）の構成法を紹介しよう．本節では qを素数の巾とし，Fqを位数 qの有限体とす

る．また，本節で「表現」と言えば，複素数体上の有限次元ベクトル空間への表現のことを意味するも

のとする．

有限群GLn(Fq)の表現論の研究の歴史は長い．GL2(Fq)（や SL2(Fq)）の既約表現の分類と既約指標

の計算は，今から 100 年以上前に Frobenius, H. Jordan, Schur により完成していた（[Jo], [Schu]）．そ

の結果は，Green により 60 年ほど前に GLn(Fq)に一般化された（[Gr1]）．Green の定理について述

べるために放物誘導について復習する（p進体上の放物誘導については，本報告集の [佐藤] を参照）．

n = n1+ · · ·+nr (r ≥ 2)を nの分割とする．対角的に埋め込むことで，Mn1,...,nr := GLn1 × · · ·×GLnr

を GLn の閉部分代数群とみなす．Mn1,...,nr と上半行列で生成された代数群を Pn1,...,nr ⊂ GLn とおく．

Pn1,...,nr をGLnの標準的放物部分群という．i = 1, . . . , rに対し，(ρi, Vi)を各GLni(Fq)の有限次元表現

とする．合成

Pn1,...,nr(Fq) −→Mn1,...,nr(Fq) = GLn1(Fq)× · · · ×GLnr(Fq)
ρ1⊗···⊗ρr−→ GL(V1 ⊗ · · ·Vr)

を ρ̃とおく．誘導表現 Ind
GLn(Fq)
Pn1,...,nr (Fq)

ρ̃ を (ρ1, . . . , ρr)から得られた放物誘導表現という．放物誘導表現

は既約表現とは限らないが，有限群GLn(Fq)の有限次元表現なので完全可約である．GLn(Fq)の有限次

元既約表現のうち，どんな放物誘導表現の直和因子にも現れないものを尖点表現という．

θ : F×
qn −→ C×を準同型とする．θ, θq, . . . , θq

n−1
が相異なるとき，θは一般の位置にあるという．一般

の位置にある θ, θ′に対し，θ′ = θq
i
となる i ≥ 1が存在するとき，θ′ ∼ θと書く．x ∈ F×

qnに対し xq
n
= x

なので θq
n
= θが成り立つ．したがって，関係∼は一般の位置にある θの集合に同値関係を定める．

以下に述べるのが，Green によるGLn(Fq)の尖点表現の分類定理である．

定理 4.1 (Green ([Gr1])). 次の自然な全単射がある{
GLn(Fq)の尖点表現

}
/∼=

1:1←→
{
一般の位置にある準同型 θ : F×

qn −→ C×
}

/∼

左辺は GLn(Fq)の尖点表現の同値類の集合を表す．右辺は上で定義した同値関係 ∼による同値類の集
合を表す．

θに対応するGLn(Fq)の尖点表現を πθで表す．

定理 4.1 には様々な解釈があると思われるが，ここでは定理 4.1 を局所 Langlands 対応（2.1）の “お

もちゃ”とみなすことにしよう（Harish-Chandraによる実 Lie群の離散系列表現の分類の “おもちゃ”と

思った方が正統的かもしれない）．準同型 θを “Lパラメータのおもちゃ”とみなし，定理 4.1をGLn(Fq)

の尖点表現に関する “局所 Langlands 対応のおもちゃ” とみなすのである．与えられた θに対して，πθ

を構成することは，それほどやさしいことではない（興味のある人は，本報告集の [原下] を参考にしな

がら，GL2(Fq)の尖点表現の表現空間の構成を試みるとよい）．実際，Green による定理 4.1 の証明は，

Brauer 持ち上げなどの表現論的手法に組合わせ的議論を組み合わせたものであり，πθ の表現空間を直

接構成するものではない．

Deligne-Lusztig は，GLn(Fq)の尖点表現（の表現空間）を幾何的手法により構成する方法を発見し

た（[DL]）．Deligne-Lusztig の理論は，Unの場合の Tate-Thompson の結果（[Ta, pp. 102]）や，SL2

の場合の Drinfeld の結果の一般化である．（GLnとは限らない）Fq上の任意の連結簡約代数群Gに対し
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て，G(Fq)の（尖点的とは限らない）全ての有限次元を幾何的手法により統一的に構成することができ

る．以下では簡単のためGLn(Fq)の尖点表現の場合を説明する．まず，

DL :=

{
v =

X1

.

..

Xn

 ∈ Fn
q

∣∣∣∣∣
{
det

(
Xqj−1

i

)}q−1

= 1

}

とおく（det(Xqj−1

i )は (i, j)成分がXqj−1

i となる n次正方行列の行列式を表す）．DLは Fq 上定義され

た (n− 1)次元アフィン代数多様体（GLnのDeligne-Lusztig 多様体の一例）である（正確には，ここ

で定義したDLは代数多様体の Fq-有理点の集合であるが，ここでは簡単のため代数多様体と代数多様

体の幾何的点の集合を区別しない）．DLは滑らかだが，（q = 2のときを除き）幾何的に連結ではない．

例えば n = 2のときは，DLの条件式は{
det(Xqj−1

i )

}q−1

=

{
det

(
X1 Xq

1
X2 Xq

2

)}q−1

=
(
X1X

q
2 −Xq

1X2

)q−1
= 1

となり，Drinfeld が考察した代数曲線（SL2の Deligne-Lusztig 多様体）の定義方程式XY q −XqY = 1

の (q − 1)乗に等しい．さて，ここで大切なことは，有限群GLn(Fq)× F×
qn がDLに作用するというこ

とである．実際，(g, α) ∈ GLn(Fq)× F×
qn，v ∈ DL に対し，

(g, α) · v = g

αX1

.

..

αXn


とおけば（縦ベクトル vに対し，GLn(Fq)を行列として作用させ，Fqn をスカラー倍で作用させれば），

(g, α) · v ∈ DLが成り立つ（各自確かめよ）．コホモロジーの関手性より，コンパクト台付きの ℓ進エ

タールコホモロジーH i
c

(
DL,Qℓ

)
はGLn(Fq)× F×

qn の作用する有限次元Qℓベクトル空間となる．この

空間を使って尖点表現 πθを構成するのが Deligne-Lusztig の理論である．

定理 4.2 (Deligne-Lusztig ([DL])). ℓを qを割らない素数とし，体同型Qℓ
∼= Cを固定する．このとき，

GLn(Fq)の表現としての同型

HomF×
qn

(
H i

c

(
DL,Qℓ

)
, θ

)
∼=

{
πθ i = n− 1

0 i ̸= n− 1

が存在する．（簡単のため，F×
qn の 1 次元表現 θのことを θと書いた．）

DLのコホモロジーを用いて，“Lパラメータのおもちゃ” θから出発して，尖点表現 πθの表現空間が

「自動的」に構成されるわけである．

DLの定義自体は単純な幾何的・線形代数的なものであり，GLn(Fq)の表現論は一切必要ない点も注

目すべき点であろう（もちろん，定理 4.2 の証明には表現論的考察が不可欠である）．DLがいわば「自

動翻訳機」の役割を果たしている．

Green は尖点表現 πθの指標を具体的に計算しているので，これについても述べる．

定理 4.3 (Green ([Gr1])). 定理 4.1 において θに対応する尖点表現を πθ とおく．g ∈ GLn(Fq)とする．

gのGLn(Fq)の元としての固有多項式を Pg(T ) = det(T − g) ∈ Fq[T ]とおく．

• Pg(T ) = Q(T )e（Q(T ) ∈ Fq[T ]は既約多項式）の形に書けるとする．Q(T )の根の一つをα ∈ F×
qd

とおく．m = dimF
qd
Ker

(
g − α · id

)
とおく．このとき次が成り立つ．

Trπθ(g) = (−1)n−1 ·
{ degQ(T )−1∑

i=0

θq
i
(α)

}
·
m−1∏
j=1

(
1− qj·degQ(T )

)
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• Pg(T ) = Q(T )e（Q(T ) ∈ Fq[T ]は既約多項式）の形に書けないときは，Trπθ(g) = 0.

演習問題 GL2(Fq)の場合に定理 4.1, 定理 4.3 が成り立っていることを，本報告集の [原下] の指標表

を見て確かめよ．

定理 4.3 において，gの Jordan 標準形における固有値 αの Jordan ブロックの個数がmである．指

標の値 Trπθ(g)が，“Lパラメータのおもちゃ” θ の値と

m−1∏
j=1

(
1− Sj·degQ(T )

)

という gの Jordan ブロックの「形」にしか依存しない多項式（Green 多項式）に S = qを代入したも

のを組み合わせて書けることは注目に値する．このような指標公式が，Fq上の任意の連結簡約代数群で

成り立つことは，Deligne-Lusztig 理論の（極めて非自明な！）帰結である．

本節の記述は [Lu1], [Lu2] を参考にした．Green の定理（定理 4.1, 定理 4.3）は，もちろん Deligne-

Lusztig の理論の特別な場合として証明することができるが，[DL] は任意の簡約代数群を扱っているた

め，定理 4.1, 定理 4.3 を論文 [DL] から抽出するには，ある程度の眼力が必要かもしれない．Green の

証明は組合せ論としても興味深い（[Ma] ）．[Lu1] は Green の定理の幾何的側面を（[DL] 以前に）論

じた小冊子であり，今になって読むと興味深い．GLn(Fq) の尖点表現の指標については，[Gr1] から 44

年後（！）に書かれた [Gr2] も参照．Lusztig は，[DL] の理論をさらに発展させて，任意の連結簡約代

数群Gに対してG(Fq)の有限次元表現を統一的に分類した．Deligne-Lusztig 理論について日本語で読

める文献としては庄司氏による迫力満点の解説が [庄司] にあるので，一読を勧める．なお，Green の定

理や Deligne-Lusztig 理論は，岩波数学辞典（第 4 版）では「無限次元表現」の項目に解説されている．

ここでは局所 Langlands 対応の “おもちゃ” として Green の定理や Deligne-Lusztig 理論（のごく一

部）を紹介した．実は，これは単なる “おもちゃ” にとどまらない．例えば次のような結果がある．

• §2 で述べたように，[DR] では，「深さ 0 の超尖点表現」に対する局所 Langlands-Vogan 対応が，

Deligne-Lusztig 理論（と Bruhat-Tits 理論）を用いて構成されている（[Kal] も参照）．

• いくつかの場合には，局所 Langlands対応は Rapoport-Zink空間のコホモロジーに実現されると

期待されている（§5）．一方で，Rapoport-Zink空間の形式モデルの特殊ファイバーに，Deligne-

Lusztig 多様体（やその変種）が現れるという観察がある（[Yo1], [Hara], [Vol], [VW]）．これを

用いて Rapoport-Zink 空間のコホモロジーを計算できる場合がある（[Yo1], [ImT]）．

しかし，一般には，Deligne-Lusztig 理論と局所 Langlands 対応の関係はそれほど単純ではない．まだ

まだ未解明の部分も多い．

本稿では Deligne-Lusztig 理論の一般化が Rapoport-Zink 空間の理論であるかのように説明してい

るが，実際には，Deligne-Lusztig 理論の完成後にその p進版として Rapoport-Zink 空間が導入された

わけではない．Deligne-Lusztig 理論の誕生と Rapoport-Zink 空間（の前身である Lubin-Tate 空間や

Drinfeld 上半空間）の誕生はほぼ同時期（1970 年台初頭）であり（[De], [Dr3], [Dr1], [Dr2]），両者は

並行して発展してきた．Deligne-Lusztig 理論に関する Drinfeld の先駆的研究（SL2の場合）は，おそら

く，Drinfeld 上半空間の研究に示唆されたものである（一方で，Tate-Thompson の研究（[Ta, pp. 102]）

は，いわゆる代数的サイクルの「Tate 予想」に端を発する）．有限群G(Fq)の表現論は Langlands 対

応の直接の対称ではないにも関わらず，[DL] には Langlands 対応を参考にしたと思われる記述（双対

群など）が随所に見られるのは興味深い．
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5. Rapoport-Zink 空間とそのコホモロジー

Rapoport-Zink 空間の一般的な定義は複雑なので，ここではいくつかの典型的な例を中心に説明する．

一般的な定義は [RZ] を参照（[Ra], [Far1], [SW] も参照）．要点をかいつまんで説明すると次の通り．

(1) Rapoport-Zink データと呼ばれる（やや複雑な）線形代数的データから，Rapoport-Zink 空間

M∞が定義される．

(2) Rapoport-Zink データからは，Qp上の簡約代数群Gとその内部形式 J および有限次拡大E/Qp

（局所レフレックス体）が定義される．

(3) Rapoport-Zink 空間M∞のコホモロジーH i
c

(
M∞, Qℓ

)
には直積群G(Qp)× J(Qp)×WE が作

用する．この作用が局所 Langlands-Vogan 対応と局所 Jacquet-Langlands 対応を実現している

と予想される（Kottwitz 予想）．

任意の簡約代数群 Gに対して Gに伴う Rapoport-Zink 空間が存在するわけではないことに注意しよ

う（例えば Gが例外群となるような Rapoport-Zink データは存在しない）．これは，任意の簡約代数

群に対して構成できる Deligne-Lusztig 多様体との大きな違いであり，欠点でもある．また，[RZ] では，

Rapoport-Zink 空間以外に，p進対称空間と呼ばれる p進解析空間も構成されている．Rapoport-Zink

空間と p進対称空間は p進周期写像で繋がる．p進対称空間やそのコホモロジーについては [DOR] を参

照．しかし，p進対称空間のコホモロジーは貧弱であり，局所 Langlands 対応の幾何的構成に応用でき

るほど強力なものではないようである．

Rapoport-Zink 空間を定義する出発点となるのが，Rapoport-Zink データと呼ばれる 9 つ組の

データ (
F, B, ∗, OB, V, ⟨, ⟩, b, µ, L

)
である．これらはおよそ次のようなものである（正確な定義はとても複雑なので省略する）．

• F は基礎体となる p進体．

• Bは F 上の中心的単純環．∗ : B −→ Bは対合（(xy)∗ = y∗x∗(∀x, y ∈ B), ∗2 = idをみたすQp-

線形写像）．OB ⊂ Bは ∗の作用で安定なOF -整環．

• V は有限生成自由 B加群．⟨, ⟩ : V × V −→ Qpは交代形式で，任意の b ∈ B, v, w ∈ V に対し

⟨bv, w⟩ = ⟨v, b∗w⟩をみたすもの．
• b ∈ G

(
Q̂ur

p

)
は basic な isocrystal（Qur

p はQpの最大不分岐拡大の p進完備化）．

µ : Gm −→ GはQpの有限次拡大上定義された準同型で，Hodge 分解に相当する線形代数的デー

タ．（ここでは isocrystal や Hodge 分解の説明はしない（[RZ] を参照）．ひとまずは，Fp上の

OB の作用を持つ p可除群X0を定める線形代数的データと思えば十分であろう．）

• Lは V のOB-格子の列（lattice chain）．Rapoport-Zink 空間の parahoric なレベル構造に対応

する．

ここでは状況を単純化して説明した．実際には [RZ] ではもう少し一般化した設定で定義されている．

Rapoport-Zink データにはEL 型とPEL 型の二種類がある．ここに述べた 9 つ組は PEL 型の場合で

ある．EL 型の場合は交代形式 ⟨, ⟩は不要である．
これらのデータから 7 つ組のデータ（中間生成物）(

E, G, J, χb, rµ, X0, λ
)

が定まる．
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• Eは µの共役類の定義体として定義されるQpの有限次拡大である．Eを局所レフレックス体と

いう（局所志村体ともいう）．

• GはQp上の簡約代数群であり，PEL 型の場合は，

G(Qp) =

{
(x, a) ∈ GLB(V )×Q×

p

∣∣∣∣ ∀v, w ∈ V, ⟨gv, gw⟩ = a⟨v, w⟩
}

で定義される．EL 型の場合はG(Qp) = GLB(V )である．Rapoport-Zink データに関する適当

な仮定（“直交型でない” など）の下で，Gは連結簡約代数群となる．

• J はGの内部形式．（なお，bが basic でないときも Rapoport-Zink 空間は定義できるが，その

場合は一般には J はGの Levi 部分群の内部形式となる．）

• χb : Z(Ĝ)WF −→ C×は準同型．

• rµ : Ĝ −→ GL(Vµ)はGの双対群（C上の簡約代数群）Ĝの有限次元表現であり，rµの最高ウェ

イトが µ : Gm −→ G（Hodge 分解）の双対となるものとして定まる．Vµは有限次元 C-ベクト
ル空間である．

• X0 は Fp 上定義された p可除群で B が準同種として作用するもの．（一般に，p可除群 X0, X
′
0

に対し，f ∈ Hom
(
X0, X

′
0

)
⊗Zp Qp が準同種 (quasi-isogeny) とは，g ◦ f = idをみたす g ∈

Hom
(
X ′

0, X0

)
⊗Zp Qp が存在することをいう．Qp-代数の準同型B ↪→

(
EndX

)
⊗Zp Qp が与え

られているとき，X はBが準同種として作用するという．）

• （PEL 型の場合のみ）λ0 : X0 −→ X∨
0 はX0の準偏極．（準偏極の定義は次の通り : X0の双対 p

可除群をX∨
0 とおく．準同種 λ0 : X0 −→ X∨

0 に対し，その双対を λ∨
0 :

(
X∨

0

)∨
= X0 −→ X∨

0 と

おく．λ0 = −λ∨
0 が成り立つとき，λ0を p可除群X0の準偏極 (quasi-polarization) という．）

そして，これらの中間生成物からRapoport-Zink 空間M∞が定義され，局所 Langlands 対応の幾何的

実現に関する予想が述べられることになる．

いくつかの例を挙げて，もう少しだけ説明しよう．以下では，p ̸= 2は奇素数とする．

(例 1) EL 型 (例 2) PEL 型 (例 3) PEL 型

F Qp Qp Qp

B Qp Qp Qpの不分岐 2 次拡大

OB Zp Zp Bの整数環

V Qr
p Q2r

p Br+s

⟨, ⟩ (なし) V 上の交代形式 V 上のエルミート形式

から定まる交代形式

L {piZr
p}i∈Z {piQ2r

p }i∈Z {piOr+s
B }i∈Z

E Qp Qp B (r ̸= sのとき)

または Qp (r = sのとき)

G GLr GSp2r GUr,s

Rapoport-Zink データおよび中間生成物の例

（b, µ,Lは省略したので，この表は Rapoport-Zink データの定義としては不十分である．）

(例 1)はLubin-Tate空間（[HT]においてGLnの局所 Langlands対応の証明に用いられた Rapoport-

Zink 空間）に対応する．(例 2) は主偏極アーベル多様体のモジュライ空間（Siegel モジュラー多様体）
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の超特異部分に対応する（[KO], [LO], [Hara] などで研究されている）．(例 3) はユニタリ型志村多様体

の超特異部分に対応する（[Vol], [VW], [Zh] などで研究されている）．

これらの例において，対応する p可除群X0は次のようになる（正確には，X0は以下のものと同種と

なる）．

(例 1): X0は Fp上の高さ rの 1 次元 p可除群．例えば，r = 1ならX0
∼= Gm[p∞]であり，r = 2

ならX0
∼= Ess[p

∞]（Essは Fp上の超特異楕円曲線）である．

(例 2): X0 = (Ess[p
∞])⊕r．λ0 : X0 −→ X∨

0 は楕円曲線Essの主偏極から定まる準偏極．

(例 3): X0 = (Ess[p
∞])⊕(r+s)．λ0 : X0 −→ X∨

0 は (例 2)と同様．Bの準同種としての作用 ι : B ↪→(
EndX0

)
⊗Zp Qpは，任意の x ∈ OB に対し，ι(x)の Lie 環 LieX0への作用が行列

diag
(
ϕ(x), . . . , ϕ(x)︸ ︷︷ ︸

r 個

, ϕ(x)p, . . . , ϕ(x)p︸ ︷︷ ︸
s 個

)
で表されるもの（ϕ : OB −→ Fp2 は mod p 写像．diagは ϕ(x)が r個，ϕ(x)pが s個並んだ対角

行列を表す）．

Gの内部形式 J は，Bの作用と準偏極の入った p可除群X0を用いて，次のように定義される．X0か

らX0への準同種であって，Bの作用と可換で，準偏極 λ0をQ×
p の元倍を除いて保つもののなす群を

J(Qp) := q-IsogOB ,Q×
p λ0

(
X0

)
とおく．J(Qp)は p可除群を使わずに isocrystal を用いて記述することもできる．その記述を用いると

J(Qp)がGの内部形式のQp-有理点のなす群とみなせることが分かる．

Rapoport-Zink 空間M∞は，ここでは正確な定義はしないが，だいたい次のようなものである．ま

ず，p可除群の準同種のモジュライ空間として，Spf OEur 上の形式スキーム M̆が定義される（OEur は

Eurの整数環）．M̆の生成ファイバーとして “p進解析空間” M0（レベル 0 の Rapoport-Zink 空間）

が定義される．普遍 p可除群の pn等分点上のレベル構造を付加構造として考えることで，レベルの nの

Rapoport-Zink 空間Mnが定義される．Mn −→ M0は p進解析空間のエタール被覆である．そして，

射影極限をとることで，無限レベルのRapoport-Zink 空間が

M∞ := lim←−
n

Mn

として定義される．射影系 {Mn}n≥0をRapoport-Zink 塔ともいう．M∞は Êur上の p進解析空間

（の射影極限または p進解析空間の射影系）である．ここでは大雑把に “p進解析空間” や “射影極限”

と述べたが，Rapoport-Zink 空間の定式化に用いられる p進解析空間の枠組みとしては，Berkovich空

間・adic 空間・(pre-)perfectoid 空間などのいくつかの理論があり，その選択は技術的に大切なポイント

であるが，ここでは説明を省略する（(pre-)perfectoid 空間を使った定式化は [SW] を参照）．

M∞の雰囲気を説明するために，Cp-有理点の集合M∞(Cp)（CpはEの代数閉包の p進完備化）に

ついて述べる（M∞(Cp)を集合として定めただけでは，p進解析空間としてM∞を定義したことには

ならないが）．M∞(Cp)は次のような 5 つ組の同値類の集合である．

M∞(Cp) =

{(
X, ι, λ, ρ, η

)}
/∼

X, ι, λ, ρ, ηは以下をみたす．

• X はOCp 上の p可除群（OCp は Cpの整数環）．

• ι : B ↪→
(
EndX

)
⊗Zp QpはQp-代数の準同型で，Lie 環への作用のある条件（Kottwitz 条件）

をみたす．この条件は（ここでは説明しないが） Hodge 分解 µを用いて定式化される．
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• （PEL 型の場合のみ） λ : X −→ X∨は準偏極．

• ρ : X0⊗Fp

(
OCp/pOCp

)
−→ X ⊗OCp

(
OCp/pOCp

)
は準同種で，Bの作用と可換で，準偏極 λ0の

像が λのQ×
p の元倍となるもの．

• η : V
∼=−→ VpXはXのレベル構造．（レベル構造の定義は以下の通り : XのTate 加群を VpX :=(

lim←−s
X[ps](OCp)

)
⊗Zp Qpとおく．EL 型の場合，レベル構造とは B加群の同型のことである．

PEL 型の場合は，さらに，交代形式に関する次の条件を課す．準偏極 λより VpX上の交代形式

VpX×VpX −→ Vp

(
Gm[p∞]

)
=: Qp(1)が定まるから，1次元Qpベクトル空間の同型Qp(1) ∼= Qp

を固定することで，交代形式 VpX × VpX −→ Qpが定まる．ηにより V 上の交代形式 ⟨, ⟩から誘
導される VpX上の交代形式が，準偏極 λから定まる VpX上の交代形式とQ×

p の元倍を除いて等

しいとき，ηをレベル構造という（ηがレベル構造であるかどうかは，同型Qp(1) ∼= Qpのとり

かたによらない）．）

5 つ組 (X, ι, λ, ρ, η), (X ′, ι′, λ′, ρ′, η′) が同値とは，準同種 f : X −→ X ′ であって，ι′ = f ◦ ι, λ′ =

f∨ ◦ λ ◦ f−1, ρ′ =
(
f (mod p)

)
◦ ρ, η′ = f ◦ η をみたすものが存在することをいう．

直積G(Qp)×J(Qp)×WE が Rapooprt-Zink 空間の ℓ進エタールコホモロジー（ℓは pと異なる素数）

H i
c

(
M∞, Qℓ

)
:= lim−→

n

H i
c

(
Mn⊗̂ÊurCp, Qℓ

)
に作用する．G(Qp)× J(Qp)のM∞への作用は，Cp-有理点のレベルでは次のように書ける．G(Qp)は

V に線形に作用し J(Qp)はX0に自己準同種として作用するから，(g, j) ∈ G(Qp)× J(Qp)に対し，

(g, j) ·
(
X, ι, λ, ρ, η

)
=

(
X, ι, λ, ρ ◦ j−1, η ◦ g−1

)
が作用を与える．WE のコホモロジーへの作用は次の通りである．惰性群 IE ⊂WE については，

IE ∼= Γ
Êur := Gal

(
Êur/Êur

)
であり，Γ

Êur はCpに自然に作用するから，コホモロジーの関手性により IEはH i
c

(
M∞⊗̂ÊurCp, Qℓ

)
に

作用する．この作用は絶対 Galois 群 ΓE の作用には伸びないが，Weil descent データを用いることで

Weil 群WE の作用に延長することができる（詳しくは [RZ, p.100, 3.48], [Far1, p.71, 4.4] を参照）．

6. 局所 Langlands 対応の幾何的構成 — Kottwitz 予想をめぐって

Rapoport-Zink 空間のコホモロジーH i
c

(
M∞, Qℓ

)
へのG(Qp)× J(Qp)×WE の作用を用いて，局所

Langlands 対応を構成するのが目的であった．これに関する Kottwitz による予想を紹介する．

以下では ℓは pと異なる素数とし，体同型Qℓ
∼= Cを固定する．

§5と同様，（適当な技術的仮定をみたす）Rapoport-Zink データ (F, B, ∗, OB, V, ⟨, ⟩, b, µ, L) を固定
する．このデータ定まる中間生成物を (E, G, J, χb, rµ, X0, λ) とおき，これから定まる Rapoport-Zink

空間をM∞ とおく．

次を仮定する．

• Gは準分裂な連結簡約代数群である．

• Gの中心 Z(G)は連結である．

• Gおよび J に対して局所 Langlands 対応（予想 2.1）と局所 Langlands-Vogan 対応の Kottwitz

によるバージョン（予想 3.1）が成立する．

さらに，ϕ : WF × SL2(C) −→ LGをGの Lパラメータとし，次を仮定する．
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• ϕは楕円的である（予想 3.1 を参照）．）

• SL2(C)への制限 ϕ|SL2(C)は自明である．

双対群 Ĝの L群は半直積 LG = Ĝ⋊WF であるが，局所レフレックス体Eの定義よりWE への制限

は分裂する（Ĝ⋊WE = Ĝ×WE）．rµ : Ĝ −→ GL(Vµ) （中間生成物の一つ）との合成により，WE の

有限次元表現

WE

ϕ|WE−→ LG
pr1−→ Ĝ

rµ−→ GL(Vµ)

が得られる．Im(pr1 ◦ϕ|WE
)とCent

Ĝ
(Imϕ)は互いに可換であるから，直積群WE ×Cent

Ĝ
(Imϕ)は Vµ

に作用する :

WE × Cent
Ĝ
(Imϕ) −→ GL(Vµ)

Cent
Ĝ
(Imϕ)の表現 ρに対し，

W (ρ) := HomCent
Ĝ
(Imϕ)

(
ρ, Vµ

)
とおく．VµはWE × Cent

Ĝ
(Imϕ)の表現なので，W (ρ)はWE の表現である．

τ ∈ ΠJ
ϕ を Lパラメータ ϕに対応する J の Lパケットの元とする．ρτ を予想 3.1で τ に対応する

Cent
Ĝ
(Imϕ)の既約表現であって，ρτ |Z(Ĝ)WF

= χb をみたすとする．（χbは Rapoport-Zink データより

定まる準同型（中間生成物の一つ）であり，上に述べた仮定の下で，χbに対応するGの内部形式は J と

なる．）

予想 6.1 (Kottwitz ([Ra], Conjecture 5.1)). 以上の設定の下で，G(Qp)×WE の表現としての同型

HomJ(Qp)

(
H i

c

(
M∞, Qℓ

)
, τ

)
G(Qp)-smooth

∼=


⊕
π

π ⊗W (ρτ ⊗ ρπ) i = dimM∞

0 i ̸= dimM∞

が成り立つことが予想される．左辺の “G(Qp)-smooth”は，G(Qp)が滑らかに作用するベクトルのなす部

分空間を表す．右辺のπは，GのLパケットの元π ∈ ΠG
ϕ であって，予想 3.1でπに対応するCent

Ĝ
(Imϕ)

の既約表現が ρτ |Z(Ĝ)WF
= 1 をみたすものを渡る（この条件はGが準分裂という仮定に対応する）．

ある程度一般的な設定で述べたため予想 6.1 は複雑に見えるかもしれないが，要するに，J(Qp)の既

約許容表現 τ ∈ ΠJ
ϕ から出発して，M∞のコホモロジーから，G(Qp)の既約許容表現 π ∈ ΠG

ϕ とWE の

有限次元表現（Lパラメータ ϕに rµを合成したもの）が「自動的」に出力されるわけである．まさに，

M∞が局所 Langlands 対応の「自動翻訳機」の役割を果たすわけである．（定理 4.2（Deligne-Lusztig

理論）と比較すると面白いだろう．）

ここではかなり沢山の仮定をおいたが，もちろん，もう少し一般的な設定で予想を定式化することも

できる．Gは準分裂とは限らない場合（例えば Drinfeld 上半空間の場合がそうである）の予想を述べる

ことは，応用上も大切な問題である．しかし，一般の Rapoport-Zink データについて予想を定式化する

ためには，技術的に微妙な点がいくつかある．まだ予想の決定版といえるものは提出されていないよう

である．

[Ra, Conjecture 5.1]では，iに関する交代和をとった仮想表現としての予想が述べられている．Deligne-

Lusztig 理論の結果や，Lubin-Tate 空間の場合の Boyer の定理（[Boy]），他の小さな群の場合の研究結

果（GSp4やGU1,2など）を勘案すると（[ItM1], [ItM2], [It]），超尖点表現のみからなる Lパケットに

ついては，πは中間次数のコホモロジーHdimM∞
c のみに現れると期待するのが自然である（注意 3.3 も

参照）．
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分かっていること，まだ分からないこと. 最近になって局所 Langlands予想については大きな進展があっ

たが（[A3], [Mo]など），残念ながら，その幾何的構成にあたる Kottwitz 予想（予想 6.1）については，

まだ分からないことが多い．ここでは知られている結果のいくつかを紹介する．

もっとも基本的なのが，Lubin-Tate 空間の場合である（§5 の (例 1)．ただし F は一般の p進体とす

る）．この場合は，G = GLn であり J = D× は F 上の Hasse 不変量 1/nの中心的斜体の乗法群であ

る．Lパケットの位数は 1 なので，Langlands-Vogan 予想は不要である．GL2の場合の先駆的研究 [De],

[Ca1], [Ca2] を踏まえて，一般の nについては，コホモロジーの交代和のレベルでは [HT] により解決さ

れている．交代和を取る前の各次数のコホモロジーの決定は [Boy] による（なお，Boyer は楕円的とも

ϕ|SL2(C)が自明とも限らない ϕに対してコホモロジーの計算を行っている）．[HT] 以前に Drinfeld 上半

空間の場合（この場合は G = D×，J = GLnとなり G, J の役割が入れ替わる！（[Fal], [Far2], [SW]））

のコホモロジーの計算が [Harr] で行われていた．特別なG（主にG = GL2,GLn）の場合の予想 6.1 へ

の大域的手法を使わないアプローチとしては，例えば [Yo2], [ImT] を参照．

GがGLn（やその内部形式）以外の群の場合に予想 6.1 が知られている場合はそれほど多くはない．

ユニタリ型の場合（（§5 の (例 3) の場合，特にU1,2の場合）の研究が [Far1]にある．また，GSp4およ

びGU1,2の場合の研究が，[ItM1], [ItM2], [It], [Mi1], [Mi2] にある．一般に，ϕ|SL2(C)が自明でない楕円

的な Lパラメータについては，超尖点表現が中間次数以外のコホモロジーにも現れるようである．予想

6.1 をより精密に定式化し直すことが望ましいだろう．

Rapoport-Zink 空間の幾何学やコホモロジーの研究については，予想 6.1 と関係のあるものから直接

の関係は無さそうなものまで含めて，最近は様々な方向への進展があるようである．著者にはその詳細

について述べる紙数も能力も無いので，いくつかの参考文献 [Fal], [Far2], [Ked], [RV], [SW], [Zh] を挙

げるに留める．

局所類体論について振り返ってみよう．局所類体論は，まず大域類体論の系として証明され（Hasse,

1930 年代)，その後で局所類体論の局所的証明が発見された．今では大域類体論を証明する途中のステッ

プとして局所類体論が証明されることが多いのはご承知の通りである．現在では，局所類体論を幾何的

方法（Lubin-Tate 形式群の理論 = GL1の Rapoport-Zink 空間の理論）を用いて証明することもでき

るが，そのような証明が与えられたのは比較的最近のことである（「Coleman のノルム作用素」の以降

であろう．[Iw], [Yo1]）．局所 Langlands 対応については，GL2の場合は純局所的な証明が知られてい

るものの（[BH]），それ以外の群では，今のところどこかの段階で保型表現論や志村多様体論などの大

域的手法が必要である．GLn以外の簡約代数群Gの局所 Langlands 対応は，今のところ何らかの形で

LLCGLn を経由して間接的に特徴付けられることが多い（[DR] のように直接的な構成法を与える場合は

例外として）．一般の簡約代数群Gに対する局所 Langlands 対応の理解がGL1のレベルに達するには，

まだもう少し時間がかかりそうな気がする．
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